DETERMINANTES

Problema 3

Sin desarrollar ninguno de los dos determinantes, demostrar la identidad:

a+b b+c c+a
m+n n+l l+m
x+y y+z z+x

=2

a b c
m n |
X Yy z

Solucion Problema 3:

Emplearemos la siguiente propiedad: si en un determinante una linea (fila o columna) esta descompuesta en sumas,
podemos descomponer el determinante en suma de determinantes:

a+b b+c c+a a b+c c+a|l |b b+c c+a

m+n n+l l+m|l=m n+!l l+m|+n n+l l4+m|=D,+D,

x+y y+z z+x X y+z z+x y v+z z+x

Resolvemos Dj:

a b+c c+a a b c+a a ¢ c+a a b c a b a a b c
m n+l l+m|=m n l+m|+m | [+m|=m n l{+m n m{=(m n I
x y+z z+x Xy z+x X zZ Z+x Xy zl |x y X X Yy z
a ¢ c+a

m | [+ m|=0porquelacolumna 3 es combinacion lineal de C3 = C2 + C1

X Z Z+x

a b a

m n m|=0porquelaCl=C_C3

X y x
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Resolvemos D,:

b b+c c+al|l |b b c+a|l |b ¢ c+a|l |b c c| |b ¢ a b ¢ a
n n+l l+mj=n n l+m|+n | l+m|l=n [ l|+In | ml=n | m
y y+z z+x y Yy Z+x y zZ Z+x y z z| (y Z X y Z X
b b c+a
n n l+m|=0porquelacCl=C2
y y zZ+x
b ¢ c
n |l l|=0porqueC2=C3
y z Z
Luego:
a b cl |b c a
Di+D,=m n l|l+n [ m
x vy zl |y z x

Aplicamos: la siguiente propiedad: si se permutan dos lineas paralelas entre si el determinante cambia de signo:

Pasamos la C3 a la C, dos permutaciones, y por tanto no cambia de signo.

a b c|l |b ¢ a a b cl |b a c a b c a b c a b c a b c a b c
Di+D,=m n ll+In | m|l=m n ll-jln m Il[=m n l[|-)m n Ill=m n l|+m n [|=2m n I
x vy zl |y z x x vy zl |y x z X y z X y z x y zl |x y z X y z
Por tanto:
a+b b+c c+a a b c
m+n n+l [+m|=2\m n I
x+y y+z z+x Xy z
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